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Note sur les e´quations de lubrification des fluides non
newtoniens purement visqueux ou viscoe´lastiques
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Re´sume´ :
On s’inte´resse aux e´coulements de films minces d’un fluide non-newtonien entre deux parois rigides
dont l’une est plane et l’autre mobile par rapport a` la premie`re. A l’ordre principal, les e´quations qui
re´gissent le champ de vitesse dans le film sont les e´quations de la lubrification. Que le fluide soit
purement visqueux, ou viscoe´lastique selon un mode`le PTT, on montre qu’elles ne de´pendent que de
la fonction de cisaillement viscome´trique du fluide et que leur re´solution se rame`ne a` la minimisation
d’une fonctionnelle strictement convexe bien choisie. Ce qui entraˆıne l’existence et l’unicite´ de la
solution. En conse´quence, la distribution des vitesses dans un film viscoe´lastique est la meˆme que dans
un film purement visqueux de meˆme fonction de cisaillement et les e´coulements ne se distinguent que
par la distribution des contraintes. Toutefois, pour une bute´e Michell par exemple, l’influence de la
seule e´lasticite´ sur les efforts sur la paroi mobile est ne´gligeable.
Abstract :
We re-visit the lubrification equations for non-newtonian fluids, purely viscous or viscoelastic, given
then by a PTT model. We prove the existence and uniqueness of the velocity field when the pressure on
the boundary is prescribed. For this purpose we show that the problem is equivalent to the minimisation
of a convex function. For a viscoelastic fluid the velocity field is then the same as the one’s of a purely
viscous fluid with the the same viscometric shear function. Only the distributions of the stresses are
different. Although, for the Michell thrust block for instance, the influence of the elasticity on the
efforts is negligible.
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1 Introduction
La litte´rature fourmille d’e´tudes sur les proble`mes de lubrification en fluides non newtoniens et on ne citera que
quelques re´fe´rences re´centes. Pour les fluides purement visqueux, les e´tudes concernent essentiellement les fluides
en loi puissance et on trouvera par exemple dans [6] une analyse du fonctionnement hydro-thermique d’un palier
lisse, ainsi que de nombreuses re´fe´rences ante´rieures sur ce proble`me ou sur des proble`mes similaires. Pour ce qui
concerne les fluides viscoe´lastiques de ”type PTT”, a` ma connaissance la premie`re analyse mathe´matiquement
rigoureuse des e´quations de la lubrification est expose´e dans [2]. Pour les films 2D le proble`me se re´duit a`
une e´quation de Reynolds ge´ne´ralise´e qui avait e´te´ ante´rieurement exhibe´e, et re´solue nume´riquement pour le
cas d’une surface mobile parabolique, dans [1]. Dans le cas plus simple du mode`le de Maxwell B, une cor-
rection de l’e´quation de Reynolds, a` l’ordre suivant par rapport aux e´quations de la lubrification, avait e´te´
e´tudie´e pre´ce´demment dans [7] pour le meˆme profil mobile, laquelle e´tude a e´te´ reprise (et en fait corrige´e)
plus re´cemment par [8]. On se propose ici de montrer l’existence et l’unicite´ de la solution des e´quations de la
lubrification aussi bien pour un fluide purement visqueux arbitraire que pour un mode`le PTT, les e´quations
e´tant les meˆmes pour ce dernier que pour un fluide purement visqueux de meˆme fonction de cisaillement. La
de´monstration consiste a` ramener le proble`me a` la minimisation d’une fonctionnelle convexe. On retrouve en
particulier le re´sultat de [2] mais la de´monstration pre´sente´e ici est plus e´le´mentaire, plus ge´ne´rale et, par nature,
le re´sultat est directement utilisable nume´riquement.
On rapporte l’espace a` un repe`re orthonorme´ Oxyz et on conside`re des e´coulements d’un liquide incompre-
sible dans le domaine compris entre le plan z = 0 et une surface mobile relativement a` ce plan, d’e´quation
{z = h(x, y, t), (x, y) ∈ S(t) ⊂ R2}, qui se de´place a` la vitesse relative Uex + V ey +Wez et a` laquelle le fluide
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adhe`re. Les fonctions h,U, V,W sont donne´es et spatialement assez re´gulie`res (typiquement C1, C1, C1 et C0 sur
S(t), respectivement). On distinguera entre les proble`mes 2D et 3D. Dans un proble`me 2D (c.f. la figure 1), S(t)
sera la bande S(t) = {x0(t) < x < x1(t), y ∈ R}, la fonction h ainsi que la vitesse du fluide ne de´pendront pas
de y et la vitesse selon ey sera nulle. Dans un proble`me 3D, S(t) sera a` chaque instant un domaine ouvert borne´
connexe du plan Oxy que l’on supposera alors assez re´gulier (typiquement au moins lipschitzien). On de´signera
par U0 une ce´le´rite´ caracte´ristique de la surface mobile, par L une longueur caracte´ristique de l’e´tendue du
domaine S(t) et par d l’e´paisseur caracte´ristique du film et on se place dans des situations ou` ǫ = d/L ≪ 1,
typiques de la lubrification. On note v = uex + vey +wez la vitesse du liquide par rapport au plan z = 0 et on
introduit les variables et fonctions sans dimension :
x = Lx y = Ly z = ǫLz t = Lt/U0 u = U0u v = U0v w = ǫU0w h = dh (1)
On notera Σ(t) = S(t)/L le domaine a-dimensionnel dans lequel varient (x, y) a` l’instant t. On a les conditions
aux limites sur les vitesses :





Fig. 1 – Ge´ome´trie 2D typique.
2 Cas d’un fluide purement visqueux.
Le tenseur des contraintes de Cauchy dans le liquide est donne´ par :
σ = −pId + τ τ = 2τ(γ˙)D[v])/γ˙
ou` p est la pression, τ la fonction de cisaillement, D[v] la partie syme´trique du gradient de vitesse et γ˙ =√
2D[v] : D[v] le taux de cisaillement. La fonction τ est de´finie et continue sur R, impaire et strictement
croissante et on admettra qu’aux forts taux de cisaillement elle se comporte comme une loi puissance d’indice
de structure n > 0 et de consistance K. C’est a` dire :
∃n > 0,K > 0/ τ(γ˙) ∼+∞ Kγ˙
n (3)
ce qui est le cas de tous les mode`les usuels (si τ est une loi puissance c’est e´vident, pour un mode`le de Carreau
on a n = 1 et K = µ∞, etc...). Comme le taux de cisaillement est d’ordre ǫ
−1, les contraintes visqueuses sont

























Attention a` la subtilite´ suivante. La fonction τ est une fonction de la variable χ = ǫLγ˙/U0 mais, sauf pour une
loi puissance, τ de´pendra e´galement du parame`tre De = λU0/(ǫL) = λU0/d, ou` λ est un temps caracte´ristique
intrinse`que a` la loi rhe´ologique τ . Dans l’expression de τ , ce parame`tre De est alors e´videmment a` conside´rer
comme un O(1), sinon on ne traiterait que des lois puissances. Pour ǫ ≪ 1, ǫn+1Re ≪ 1, a` l’ordre principal en










































Le proble`me est de de´terminer les fonctions (u, v, w, p) ve´rifiant (2-5). Pour la re´solution, on supposera qu’il
existe 0 < r ≤ n tel que la fonction τ(γ˙)/γ˙r soit borne´e supe´rieurement sur R+∗. Ce qui implique l’existence
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d’une constante m > 0 telle que :
∀χ ∈ R : τ(|χ|) ≤ m|χ|r (0 < r ≤ n) (6)
Cette condition, qui ne porte en fait que sur le comportement de τ au voisinage de l’origine, n’est pas vraiment
restrictive car elle est ve´rifie´e par tous les mode`les usuels (loi puissances, mode`les de Carreau, de Sisko, de
Cross, de Williams, etc..).
2.1 Proble`mes 3D.
On introduit la fonction t de´finie sur R2 par t(x) = τ(||x||)x/||x||. C’est une bijection continue de R2 sur R2
dont l’inverse est1 t−1(x) = τ−1(||x||)x/||x|| (τ−1 est l’inverse de τ). On fixe t et le proble`me (2-5) est alors
e´quivalent a` trouver les fonctions (p, c) de´finies sur Σ(t), avec c : Σ(t) 7→ R2, ve´rifiant les deux e´quations :
∫ h
0
t−1(z∇p+ c) dz = V div[
∫ h
0
zt−1(z∇p+ c) dz] = hdiv(V) +W (7)
ou`, pour simplifier on a note´ V = Uex + V ey et ou` les ope´rateurs div et ∇ sont 2D, c’est a` dire a` prendre
par rapport a` (x, y). Pour la suite, on omettra d’indiquer explicitement les de´pendances en t. A noter que la
premie`re e´quation de (7) de´finit implicitement c comme une fonction de h∇p, U/h, V /h et que la seconde est
alors une e´quation elliptique non line´aire pour p seule. Pour re´soudre, il faut donc se donner p sur le bord de
Σ. On cherche donc (p, c) solution de (7) ve´rifiant de plus la condition :
p = P sur ∂Σ (8)
ou` P est une fonction donne´e (qui peut de´pendre e´galement de t). On cherche a` priori une solution forte, c’est a`
dire p de classe C2(Σ) et c de classe C1(Σ) et il est clair que P doit alors eˆtre la restriction a` ∂Σ d’une fonction
de classe C2(Σ). On met le proble`me sous-forme variationnelle : On multiplie la seconde e´quation de (7) par
une fonction scalaire arbitraire q de classe C∞ a` support compact dans Σ et la premie`re, scalairement dans R2,
par une fonction arbitraire d : Σ 7→ R2 e´galement C∞ a` support compact dans Σ, on inte`gre sur Σ puis on
additionne. On en de´duit qu’un couple (p, c) est solution forte de (7-8) si, et seulement si, a) on a (8) et b) pour






(t−1(z∇p+ c)|z∇q + d)R2 dz] dσ +
∫
Σ
[q(hdiv(V) +W )− (d|V)R2 ] dσ = 0 (9)










τ−1(ξ) dξ)ds+ pdiv(V)] dσ +
∫
Σ
[pW − (c|V)R2 ] dσ (10)
Il est clair, puisque τ−1 est croissante, que J est convexe. D’autre part, comme au voisinage de l’infini, on
a τ−1(χ) ∼+∞ χ
1/n, il en re´sulte que la fonctionnelle J est bien de´finie, convexe et continue sur l’espace de
Sobolev B = W1,(n+1)/n(Σ) × [L(n+1)/n(Σ)]2, qui est un Banach re´flexif. De plus, comme τ−1 est continue
avec τ−1(0) = 0, J est de´rivable selon Gateaux sur B. Pour simplifier, on pose : B0 = W
1,(n+1)/n
0 (Σ) ×
[L(n+1)/n(Σ)]2 = {(p, c) ∈ B, p|∂Σ = 0}. On cherche alors les solutions faibles des e´quations de lubrification,
c’est a` dire les solutions (p, c) du proble`me (8-9) qui sont dans B. On demande alors seulement a` P d’eˆtre la
trace sur ∂Σ d’une fonction de W1,(n+1)/n(Σ). La relation (9) signifie que la de´rive´e de Gateaux de J au point
(p, c) s’annule sur B0. Donc, (p, c) est une solution faible de (8-9) si, et seulement si, J(p, c) est le minimum de
J sur le sous-espace affine B(P ) = {(p, c) ∈ B, p|∂Σ = P} = (p
′,0) +B0, ou` p
′ est une fonction quelconque de
W1,(n+1)/n(Σ) ve´rifiant la condition limite. Or, par la stricte monotonie de τ−1, il est clair que J est strictement
convexe sur B(P ) et de plus, par l’ine´galite´ de Poincare´ et la condition (6), elle y est coercive2. Il re´sulte alors
d’un the´ore`me classique d’analyse convexe (voir par exemple [3] ch. II, prop. 1.2) que J atteint son minimum
sur B(P ) en un unique point (p, c) qui est donc l’unique solution faible de (8-9). Comme toute solution forte
est a` fortiori une solution faible, on conclut que si le proble`me posse`de une solution forte elle est unique (ce que
l’on pouvait montrer directement sans passer par J) et confondue avec l’unique solution faible que l’on vient
d’exhiber. Pour aller plus loin, il faut e´tudier la re´gularite´ de la solution faible, ce que l’on ne discutera pas ici
(ce n’est en ge´ne´ral pas trivial). En conclusion, il y a existence et unicite´ de la solution (u, v, w, p), de`s que la
valeur de p sur le bord de Σ est prescrite.
1Pour un fluide en loi puissance rhe´ofluidiant t−1 est C1(R), de meˆme que pour les autres mode`les cite´s.
2Ce n’est pas tout a` fait e´vident. Pour un fluide en loi puissance, cela vient de la relation (α+1)2α+1
R 1
0
|sa+ b|α ds ≥
(|a|α + |b|α), vraie pour tous re´els a, b et tout α ≥ 0. Le cas ge´ne´ral s’en de´duit par (6) et Ho¨lder.
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2.2 Proble`mes 2D.






















Donc p ne de´pend que de (x, t) et, a` x fixe´, u sera un champ de Couette-Poiseuille plan. Pour la suite, on fixe
t et on omettra d’indiquer explicitement les de´pendances en t et on notera par une de´rive´e droite la de´rive´e
partielle par rapport a` x des fonctions qui ne de´pendent que (x, t). Le proble`me (2-11) est maintenant e´quivalent
a` trouver deux fonctions scalaires (p, c) de´finies sur [x0, x1] (et de´pendantes e´galement de t), ve´rifiant les deux


















que l’on comple`te par les conditions aux limites sur p :
p(x0) = p0 p(x1) = p1 (13)
Puis, exactement comme dans le cas 3D, on en de´duit que le proble`me posse`de une unique solution faible (p, c)
dans B = W1,(n+1)/n(]x0, x1[)× L
(n+1)/n(]x0, x1[) qui est l’unique point de l’espace affine B(p0, p1) = {(p, c) ∈


















[pW − cU ] dx (14)
Il est plus facile d’e´tudier la re´gularite´ de la solution faible dans le cas 2D car le syste`me (12) se rame`ne en
ge´ne´ral a` une e´quation diffe´rentielle ordinaire du second ordre pour p (e´quation de ”Reynolds” ge´ne´ralise´e). La
conclusion, que l’on ne de´taillera pas ici, est que pour la plupart des mode`les la solution faible est une solution
forte3, c’est a` dire que p est au moins C2([x0, x1]) et c au moins C
1([x0, x1]) les deux de´pendant re´gulie`rement
des e´ventuels parame`tres de τ (et le plus souvent analytiquement pour les mode`les usuels). En conclusion, et
comme dans les proble`mes 3D, il y a existence et unicite´ de la solution (u, v, w, p) (avec ici v = 0), de`s que la
valeur de p sur le bord de Σ est prescrite.
3 Cas d’un fluide viscoe´lastique (mode`le PTT sur-convecte´).
Le tenseur des contraintes de Cauchy dans le liquide est maintenant donne´ par :







ou` p est une fonction scalaire (qui n’est pas la pression), µS ≥ 0 est une viscosite´ constante et ou` la partie
e´lastique de la contrainte, S, suit un mode`le diffe´rentiel sur-convecte´ de Phan-Thien et Tanner (note´ U-PTT
par la suite) dans lequel ∆/∆t est la de´rive´e sur-convecte´e, λ > 0 un temps constant, µE > 0 une viscosite´
constante et K ≥ 0 une constante sans dimension qui caracte´rise la non line´arite´ du mode`le. On posera :
µ = µS + µE r = µE/µ




]γ˙ N1(γ˙) = λµ
2r
(1 + k(λγ˙))2
γ˙2 N2(γ˙) = 0
ou` x ∈ R 7→ k(x) est l’unique solution appartenant a` R+ de l’e´quation implicite :
k(1 + k)2 − 2Kx2 = 0 (15)
Pour K > 0, la fonction de cisaillement τ du mode`le est rhe´o-fluidifiante (et newtonienne si K = 0) et aux forts
taux de cisaillement elle se comporte comme une loi puissance d’indice de structure n > 0 et de consistance K
(i.e. on a la relation (3)), avec n = 1,K = µS si µS > 0 et n = 1/3,K = (2λ
2K)−1/3µE si µS = 0. Dans le
3A l’exception notable, en particulier, des lois puissances rhe´o-e´paississantes ou` on peut perdre de la re´gularite´.
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proble`me de lubrification, comme la partie visqueuse de la contrainte est d’ordre ǫ−1 si µS > 0, on rend S et p
a-dimensionnels en posant :
S = µU0S/(ǫL) p = µU0p/(ǫ
2L) + pref
et on introduit les nombres de Reynolds et de Deborah :
Re = ρU0L/µ De = λU0/(ǫL)
Pour que les e´quations du mouvement dans le film a` l’ordre principal en ǫ ne soit pas de´ge´ne´re´es, on se place
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Apre`s simplification et quelques calculs alge´briques, on obtient exactement le syste`me (5) dans lequel la fonction





ou` x 7→ k(x) est la solution positive de (15). Comme dans le cas purement visqueux, c’est exactement la fonction
de cisaillement a-dimensionnelle associe´e a` τ par la relation (4) et elle ve´rifie la relation (6) (avec r = n). Les

























yz Szz = 0
(17)
Les e´quations de la lubrification du mode`le U-PTT sont donc rigoureusement les meˆmes que les e´quations de la
lubrification d’un fluide purement visqueux qui aurait la meˆme fonction de cisaillement et ne s’en distinguent que
par l’interpre´tation de p. En conse´quence, tous les re´sultats du paragraphe pre´ce´dent s’appliquent. Le proble`me
de la lubrification d’un fluide viscoe´lastique ve´rifiant un mode`le U-PTT posse`de donc une unique solution
(u, v, w, p), quand la valeur de p sur le bord de Σ est donne´e, qui est rigoureusement la meˆme que pour un
fluide purement visqueux de meˆme fonction de cisaillement. En particulier, la fonction p est telle qu’il existe une
unique fonction vectorielle c (cas 3D), ou une unique fonction scalaire c (cas 2D), telle que (p, c) (resp. (p, c))
rende minimale la fonctionnelle J de´finie par (10) (resp. par (14)). On notera alors, vu les relations (15-16),
que (p, c) ne de´pendent du mode`le que par les deux seuls parame`tres4 r,KD2e . En appliquant judicieusement
le the´ore`me des fonctions implicites, il est alors facile de monter que (p, c) sont des fonctions analytiques des
parame`tres (r,KD2e) quand ceux-ci varient arbitrairement dans [0, 1] × R
+. Les deux e´coulements, d’un fluide
viscoe´lastique de type U-PTT ou d’un fluide purement visqueux de meˆme fonction τ , ne se distinguent donc que
par la distribution des contraintes. Note. On a des re´sultats identiques pour un mode`le PTT sous-convecte´ : les
champs (u, v, w, p) sont identiques pour les deux mode`les. Par contre les distributions de contraintes e´lastiques
sont diffe´rentes. Mais, a` cause de la relation |N2| = |N1| dans le mode`le sous-convecte´, ce dernier ne rend pas
correctement compte de l’e´lasticite´ des liquides re´els et est donc plutoˆt acade´mique.
4 E´coulement d’un mode`le U-PTT sous une bute´e Michell.
On va se contenter ici de commenter l’influence de la non line´arite´ du mode`le U-PTT sur la portance d’une
bute´e Michell quand KD2e ≪ 1, c’est a` dire pour un mode`le faiblement non line´aire (voir aussi [4]). Il s’agit d’un
proble`me 2D ou` U = U0 = Cste > 0, V = W = 0 et ou` h = h1 + (h2 − h1)(x − Ut)/L, avec h2 > h1 > 0 et
x0(t) = Ut, x1(t) = Ut+L. On prend donc d = h1 et on posera θ = (h2 − h1)/L et α = (h2 − h1)/h1. A l’ordre

















)(ex ⊗ ez + ez ⊗ ex) +O(1)
4A noter d’ailleurs que pour r = 1 (i.e. µS = 0) on a τ
−1(x) = x+2KD2
e
x3 ce qui permet d’e´crire explicitement toutes
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La portance FN = (F|ez)R2 n’est donc pas affecte´e par l’e´lasticite´ du liquide mais uniquement par la non
line´arite´ de sa fonction de cisaillement. Par contre, l’e´lasticite´ affecte la traˆıne´e FT = −(F|ex)R2 par la pre´sence
du terme en DeS
2
xz. Toutefois, sous les hypothe`ses de lubrification on a θ ≪ 1 : La portance est alors d’ordre
1/θ2, la partie purement visqueuse de la traˆıne´e est d’ordre 1/θ alors que la correction e´lastique est d’ordre 0.
Donc, l’influence de l’e´lasticite´ du liquide est ne´gligeable sur les efforts exerce´s sur la bute´e. De plus, comme a`
t fixe´ p, c sont analytiques en KD2e , on a uniforme´ment en x ∈ [t, t+ 1] :
p = p(0) +KD2ep
(1) + o(KD2e) c = c
(0) +KD2ec
(1) + o(KD2e)
On re´sout alors (12-13) jusqu’a` l’ordre 1 en KD2e , avec la condition limite naturelle p0 = p1 = 0. Par identifica-
tion, on de´termine p(0), p(1), c(0), c(1) et, apre`s calculs, on en de´duit que pour θ ≪ 1 (le terme ne´glige´ est d’ordre



























A l’ordre 0 en KD2e , comme attendu, la portance est celle d’un fluide newtonien de viscosite´ µ. La non line´arite´
du mode`le intervient, comme attendu e´galement, a` l’ordre suivant en KD2e et a pour effet de diminuer la portance
newtonienne ce qui est une caracte´ristique bien connue des fluide purement visqueux faiblement rhe´o-fluidifiants.
On indiquera des re´sultats nume´riques plus complets et pour une surface mobile plus ge´ne´rale lors de l’expose´
oral.
5 Conclusions
Pour re´sumer, dans la limite des e´quations de la lubrification (i.e. a` l’ordre principal en ǫ) on peut noter les
points inte´ressants suivants :
1. Il y a toujours existence et unicite´ de la solution (u, v, w, p) de`s que la valeur de p sur le bord de Σ est
prescrite. Cette solution est la meˆme que le fluide soit viscoe´lastique ou purement visqueux de meˆme
fonction de cisaillement. Dans le cas viscoe´lastique, seule la distribution des contraintes est modifie´e.
2. La me´thode utilise´e ici pour e´tablir l’existence et l’unicite´ de p est constructive. En effet, il est tre`s facile
d’en obtenir une approximation aux e´le´ments finis P1 (avec c constante par morceaux) par une me´thode
de gradient conjugue´ applique´e a` la minimisation de la fonctionnelle J .
3. Dans le proble`me de la bute´e et dans la limite des hypothe`ses de lubrification c’est uniquement le caracte`re
rhe´o-fluifiant du mode`le U-PTT qui est responsable de la diminution de portance par rapport au fluide
newtonien de viscosite´ µ. L’e´lasticite´ n’affecte que la traˆıne´e et son influence est ne´gligeable.
Signalons enfin que l’analyse pre´sente´e ici s’e´tend assez facilement aux mode`les classiques de ”fluides a` seuil”
(i.e. de milieux qui pre´sentent une transition gel/liquide controˆle´e par l’intensite´ des contraintes) dont on dira
quelques mots dans la pre´sentation orale. A ce sujet, on pourra consulter l’e´tude re´cente de [5].
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